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1. Bevezetés

A 2020-ban beadott TDK kutatémunkamban [3] Balister, Gyéri és Schelp [1]
alabbi 2008-as sejtésével foglalkoztam:

1.1. Sejtés. Legyen n > 2 egész és m = 2"~ !, Ha adottak Fj-ben a d;, da, ...,

d,, nemnulla kiilonbségvektorok (nem feltétleniil kiilonbozsk) gy, hogy > d; = 0,
i=1
akkor [} feloszthato diszjunkt {a;, b;} parokra (1 < ¢ < m) tgy, hogy minden i-re

a; — b; = d; legyen.

A kérdés legkorabbi valtozata Bachertdl szarmazik [6]: itt F5 helyett I, \ {0}
elemeit osztjuk fel parokba, ahol p paratlan prim, és a megadott kiilonbségek osszegére
nincs megszoritas. Ebben az esetben Preissmann és Mischler [7] bizonyitéast adott az
allitas igazsagara. Ugyanez a kérdés F) \ {0} elemeire is feltehets, ahol n > 1 egész.
Karasev és Petrov [8] megmutatta, hogy ekkor az allitas ugyanilyen formaban nem
igaz, de ha minden i-re megadunk egy n elemd listat, melyben az ) vektortér egy
bézisa taladlhato, akkor minden listabodl ki tudunk valasztani egy-egy d; vektort gy,
hogy a felosztas megoldhaté legyen.

Az 1.1. sejtésnek azt az esetét, amikor a kiilonbségvektorok fele mind azonos,
és a tobbi pedig parokba sorolhaté tgy, hogy minden péarban a két érték azonos,
az [1] cikkben igazoltak. Az el6z6 évi munkdmban a sejtésnek az alabbi gyengitett
valtozatat vizsgaltam, melyre az igenl6 valaszt igyekeztem minél nagyobb M értékekre
bel&tni:

1.2. Probléma. Legyenek n > 2, N =2"és M < %N — 2 el6re megadott egészek.

Igaz-e, hogy tetszéleges dy,da,...,dm € F} nemnulla kiilonbségértékek esetén létez-
nek olyan csupa kiilénboz6 aq, ..., am, b1, ..., bm € FJ vektorok, melyekre teljesiil,

hogy minden 1 < i < M-re a; — by = d;?

Kutatasom f6 eredménye az volt, hogy az igenld valaszt belattam M < 15—8]\7 esetén
egy tovabbfejlesztett mohd modszer hasznélataval.
Jelen cikkben az alabbi harom 1j eredményt mutatom be:
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o Az el6z6 féléves eredményt megjavitva az 1.2 probléma igazsidgat belatom M <
%N megadott kiilonbségre is.

e Az 1.2 problémat abban a specialis esetben is vizsgalom, amikor minden d;
kiilonbségérték legfeljebb f(n)-szer fordul els, ahol f(n) = o(2") egy rogzitett
fiiggvény. Ebben az esetben belattam, hogy a probléma megoldhaté %N —o(N)
kiilonbség esetére. (A tételben szerepel a konkrét felsé korldt. Abban az
esetben, amikor minden kiilénbségvektor csupa kiilonbozs, vagyis f(n) = 1,
akkor kell6en nagy n-re és megfelels C' > 0 konstansra a feladat megoldhato
1N — ON* kiilonbségre.)

o Az eredeti 1.1 sejtés igazsagat megmutatom abban az esetben, ha az %N kii-
lonbségvektor kozott csak legfeljebb n — 2logn — 1 kiilonbozs értéka fordul
eld.

2021 szeptemberében Correia, Pokrovskiy és Sudakov egy altalanosabb eredményt
értek el [5, Thm 1.5], melybdl kovetkezik az 1.2 probléma megoldhatosaga M <
TN — o(N) esetére is:

1.3. Tétel. Legyen G egy multigrdf, melynek az élei t szinnel vannak megszinezve gy,
hogy minden szinosztdly eqy legaldbb t + 20t/ ¢lbdl dllo pdrositds. Ekkor létezik eqy
olyan t €lbol dllo pdrositas, melynek minden éle csupa kiilonbézd szini.

1.4. Kévetkezmény. Az 1.2. probléma dllitdsa igaz M < 1N — CN'/'6 esetén,
ahol C = 2@%.

Bizonyitds. Az 1.2 problémara tekinthetiink tugy, hogy felvesziink egy grafot, mely-
nek csucsai az 4 vektortér elemei, és minden megadott d; kiilonbségérték esetén
behtzunk egy i szini élt az Osszes d; kiilonbségld pontpar kozé. (Két pont kézott
tobb szinben is lehetnek élek, hiszen a d; értékek kozott lehetnek egyenléek.) Ekkor
a feladat az lesz, hogy talaljunk egy M éli parositast, melynek minden éle kiillénb6z6
szini. Ha Correia et al. tételét alkalmazzuk az igy kapott M db 277! élbél &llo
szinosztalyra, akkor megkapjuk a sziikséges péarositést. O]

Ha pedig Gao et al. aladbbi sejtése |9] is igaz, akkor abbél hasonldo modon kovet-
kezne az 1.2 probléma megoldhatésaga M < %N — 2 esetére is.

1.5. Sejtés. Legyen G egy multigraf, melynek az élei ¢ szinnel vannak megszinezve
ugy, hogy minden szinosztaly egy legalabb t + 2 élbsl all6 parositas. Ekkor létezik
egy olyan t ¢élbdl allo parositas, melynek minden éle csupa kiilénb6z§ szini.

, , 9 ,
2. A probléma megoldasa M < 5N esetén

2.1. Definiciék és korabbi eredmények

Idézziik fel a tavalyi kutatéasi eredményeket tartalmazo cikkbdl [3] az alabbi defi-
niciokat:

2.1. Definicio. Jeldlje U(a) azt az allitést, hogy az 1.2 probléma M < aN él esetén
megoldhato (tetszdleges n > 2 és dy,ds, ..., dm € F) nemnulla kiilonbségek esetén).
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2.2. Definicid. Jeldlje U,.(a,c) azt az allitast, hogy az 1.2 probléma megoldhato
tetszGleges n > 2 esetén abban az esetben, ha a kiilonbségek szama legfeljebb aN, és
van legalabb ¢N olyan kiilonbség, ami mind azonos.

2.3. Definicid. Jelolje Uy (5, ) azt az allitast, hogy az 1.2 probléma megoldhato
tetszGleges n > 2 esetén abban az esetben, ha a 0-val kezd6d¢ kiilonbségek szama
legfeljebb SN és az 1-gyel kezddddeké legfeljebb v N.

2.4. Definicié. Legyen 0 < k,l,d < 1, ahol k + 1 < 1. Ekkor jelolje T'(k,l,d) azt
az allitast, hogy tetszleges n > 2-re, M € Nt-ra és d;, da, ..., dm € F) nemnulla
vektorokra teljesiil, hogy vagy legaldbb dM azonos van a vektorok koézott, vagy létezik
egy olyan « : F} — % automorfizmus, melyekre az «(dy), ..., a(dn) vektorok kézott
legalabb kM 0-val és legalabb [M 1-gyel kezd&dik.

Az el6z6 cikkben szerepelt az alabbi harom allités is:

2.5. Allitas. (3 <A <1)és (0< 8,7 <3)és UL é (B <min(3 —7,3)) +
(% —37)) = Un(B,7)

2.6. Allitas. Legyen 0 <1<k < L. Ekkor T(k,l,1 — 2k — 2l) teljestil.

1
3
2.7. Allitas. Ha adottak a k,1,d, o valds szamok, melyekre teljesil az aldbbi feltételek
mindegyike:

1. 0< Kk, 1,d <1,
2. k+1<1,

8 1<a<i,

4. T(k,l,d),

5. minden 0 < 5 < a-ra teljesil U, (5, df),

6. minden k <r <1 —l-re teljesil Uy (ra, (1 —r)a),

akkor U(a) is teljestil.

2.2. Az Gj eredmény

A [2.6] allitast bizonyité korabbi modszeremen tudtam javitani a k = [ esetben, a
"szegény" és "gazdag" indexek szerepének teljesen szimmetrikussa tételével:

2.8. Tétel. Ha 0 < k < 3, akkor T'(k,k,1 — 2k) teljesiil.

A bizonyités el6tt idézziink fel néhany tovabbi definiciot az el6z6 cikkbdl. Legyen
0 <k< % rogzitett, és legyenek adottak a dq, ..., dm € 5 nemnulla vektorok.
A d; vektor j-edik koordinatajat d;(j)-vel fogjuk jelolni (1 < i < M, 1 < j < n,

di(j) € {0,1}).

2.9. Definicié. Ha K C {1,2,...,n} egy nemiires halmaz, akkor legyen Ax = {x €
Fy 0 .cxXi = 0}. (Kénnyen lathato, hogy Ax egy n — 1 dimenzi6s altere F3-nek.)
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2.10. Definicio. Egy K C {1,2,...,n} halmazt szegénynek neveziink, haadi,da, ...,dn
vektorok koziil kevesebb mint kM db esik bele az Ay altérbe, és gazdagnak, ha tobb
mint (1 — k)M db. Egy 1 < j < n indexet szegénynek, illetve gazdagnak neveziink,
ha a {7} halmaz szegény, illetve gazdag.

Tovabba sziikségiink lesz az aldbbi definiciora és lemmaéra:

2.11. Definici6. Legyen B = {Bj, Bs, ..., B;} egy multihalmaz, ahol By, Bs, ...,
B; tetsz6leges halmazok, és t € N. Ekkor B szimmetrikus differencidja:

AB={zx¢€ OBi {i: x € B} =1 (mod 2)}.

Specialis esetben ha t = 2, akkor A{Bj, By} helyett a B;ABsy jelolést is hasznal-
hatjuk.
2.12. Lemma. Legyen n € Nt ésc € RT. Ha a By, Bo, ..., B, halmazokra teljesiil,

hogy minden S C {1,2,...,n}-re |AN{B; : i € S}| < ¢, akkor ‘U B;| < 2c.
i=1

Bizonyitds. Ha egy x elem a By, B,, ..., B, halmazok koziil u-ban van benne,
ahol 1 < u < n, akkor azon H C [n] részhalmazok szdma, melyekre A{B; : i €
H} tartalmazza z-et, 2¢7127~% = 271 (Mivel H-nak az r-et tartalmazé halmazok
indexei koziil paratlan sokat kell tartalmaznia, a tobbi index koziil pedig tetszéleges
szamut.)

Szamoljuk Ossze azon (H,z) parokat, ahol H C [n] nemiires részhalmaz, és
n
U Bi
i=1
Masrészt viszont minden nemiires H C [n]-re tudjuk, hogy a hozzé tartozé szimmet-

rikus differencia mérete kisebb c-nél, ezért a keresett parok széma Osszesen kisebb
c(2™ — 1)-nél. Tehat

r € A{B; : i € H}. Az el6z6 bekezdés alapjan ezen parok szama 27!

2n—1

s

=1

O

A tétel bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy nincs olyan automorfizmus, mely az M
vektor koziil legalabb kM-et 0-val kezd6débe és legalabb kM-et 1-gyel kezd&dsbe
visz. Ekkor tehat minden nemiires K C {1,2,...,n} halmaz vagy szegény, vagy
gazdag. Specidlisan minden 1 < j < n index vagy szegény, vagy gazdag: legyen
{s1,82,..., 8.} aszegény, {g1, g2, - - ., gp} pedig a gazdag indexek halmaza.

Minden 1 < j < a-ralegyen S; = {1 <i < M : di(s;) = 1}, és minden 1 < j < b-
re legyen G; = {1 < ¢ < M : di(g;) = 0}. Be fogjuk latni, hogy az igy kapott
S1,...,594,Gy,...,G, halmazok unidja 2kM-nél kevesebb elemet tartalmaz. Ehhez
a lemmat fogjuk hasznalni, ennek hasznalatdhoz pedig az sziikséges, hogy a



halmazok koziil akdrhogyan is valasztunk ki néhanyat, a kivalasztottak szimmetrikus
differencidjanak elemszama kisebb kM-nél.

Ez utobbi allitast a kivalasztott halmazok széma szerinti indukciéval latjuk be. Ha
csak 0 vagy 1 halmazt valasztunk ki, akkor az allitas trivialis, mert a gazdag, illetve
szegény indexek definicidja alapjan minden S; és minden G; elemszama kisebb kM-
nél. Most vélasszuk ki WLOG az Sy, Sa, ..., Sq, G, ..., G, halmazokat, ahol
0<d<a,0<e<bésd+e > 2. Haad+edbhalmaz koziil egyet elhagyunk, akkor
az indukcios feltevés miatt a megmaradé halmazok szimmetrikus differencidja kM-
nél kevesebb elemet tartalmaz. Maga a kimaradé halmaz is kM-nél kevesebb elemet
tartalmaz. Mivel tetsz6leges A, B halmazokra |A A B| < |A| 4 |B|, ezt hasznalva a
d + e db halmazunk szimmetrikus differencidjanak elemszama 2kM-nél kisebb.

Masrészt pedig ha K = {s1,...,84,91,---,9e}, akkor S A - ASGAGL A - A
G. vagy megegyezik az {1 < i < M : d; € Ag} halmazzal, vagy pedig annak
komplementerével. (Hogy a két lehetéség koziil melyik all fenn, az d paritéasatol
figg.) Mivel a K = {s1,...,84,01,---,9e} halmaz vagy szegény, vagy gazdag, ezért
ST A - ASg AGy A -+ A G| vagy kM-nél kisebb, vagy (1 — k)M-nél nagyobb.
Azt mar lattuk, hogy 2kM-nél kisebb, tehat nem lehet (1 — k) M-nél nagyobb (mert
k< %) Tehat kM-nél kisebb, azaz a kivant allitast belattuk.

Tehat a[2.12) lemma miatt [S1U---US, UG U+ UG,| < 2kM. Tehat az union
kiviil es6 ¢ indexekre d;(s;) = 1 és d;(g;) = 0 minden j-re, vagyis ezekre az i-kre a
d; vektorok mind megegyeznek. Vagyis a vektorok koziil t6bb mint (1 — 2k)M mind
azonos. [

Ezen javitas segitségével az el6z6 cikk f6 eredményét is meg tudtam javitani:

2.13. Tétel. Az 1.2. probléma dllitdsa 1gaz M < %N esetén.
Bizonyitds. Hasznaljuk allitast k =1l =d = % és a = 3% paraméterekkel. A 6.

feltétel ellen6rzéséhez a 2.5 allitast hasznéljuk A = ;ll—del. O]

3. Csupa kiilonboz6 kiilonbségek

Abban a specialis esetben, amikor minden megadott d; kiilonbség csupa kiilon-
b6z6, belattam, hogy az 1.2 probléma megoldhato M < %N — o(N) esetén. S6t,
ugyanez igaz lesz abban az esetben is, ha a kiilonbségek ugyan nem mind kiilénbo-
z0k, de az egyes kiilonbségek eldfordulasainak szamara létezik egy f(n) felsé korlat,
ahol f(n) = o(2") egy rogzitett fiiggvény:

3.1. Tétel. Legyen € : N — R olyan figgvény, melyre e(n) > 27" teljesil minden
n-re és e(n) — 0, ahogy n — oo. Ekkor létezik olyan C > 0 konstans és ny € N,
melyre M < X\ - % -2" ésn > ng esetén az 1.2 probléma dllitasa igaz, ha a di-k kozott
minden érték legfeljebb f(n)-szer fordul eld, ahol f(n) = £(n)2" és A\ = 1 — Ce(n)s.

A megoldasban a korabbi beszamoléban [3| ismertetett "haromrészes moh6 mod-
szer" altaldnositasat hasznéljuk, melyben az Fj vektortér elemeit és a megadott
di,...,dy € F? kiilonbségeket az elsé k koordinatajuk alapjan 2% kupacra oszt-
juk. (Itt 1 < k < n értéke megvalaszthato; a korabbi modszeremben k = 1 volt.) A
moédszer miikodéséhez sziikséges lesz, hogy a megadott kiilonbségek koziil mind a 2%
kupacba nagyjabol azonos szamu keriiljon. A feladat eltranszformalhato F7-nek egy
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tetszbleges ¢ vektortér-automorfizmusaval: a d; kiilonbségvektorokra az {a;, b;} pa-
rok pontosan akkor adnak megoldést, ha a ¢(d;) kiilonbségvektorokra a {¢(a;), ¢(b;)}
parok megoldést adnak. Egy olyan automorfizmust szeretnénk talélni, melynek az
alkalmazasa utan a kupacok a lehets legegyenlébbek lesznek.

3.1. Megfelels transzformacio6 létezése

Adott ¢ = (cy,. .., ) € Fh-ra jeldlje de(a) az a transzformécié utan a c-vel kez-
d6ds kiilonbségek szamat. Ekkor a d. értékek atlaga mindenképpen d = Q%M . Az «
transzformécié hibaja legyen h(a) = max{|d. — d| : ¢ € F§}. Az alabbi 4llitas, mely
felss becslést ad a legkisebb elérhetd hibara, a Charbit et al. cikkében ([2]) talalhato
1. tételnek az altalanositasa. A bizonyitas is az ott szerepl6hoz hasonlé modszert
hasznal: véletlenszerd automorfizmust valasztunk, majd az egyes kupacok méretei-
nek kiszamitjuk az atlagat és szorasét, és a Csebisev-egyenlGtlenség segitségével fels
becslést adunk annak a valoszintiségére, hogy a kupac mérete az atlagtol a kivant
hibanal jobban eltér.

Legyen [F} standard bazisa eq,...,e,. A teljes automorfizmus helyett elég csak
az a; = a !(ey),...,ar = a !(ey) vektorokat megadni, ennek megfelelGen a de(a) és

h(«) helyett a de(ay,...,ax) és h(ag, ..., ag) jelolést hasznaljuk.

3.2. Allitas. Legyenek uq,...,up € Fy nemnulla vektorok, és 1 < k < n egész.
Legyen A = {(i,7) : 1 <i,5 < M,w; = uj}, és tegyiik fel, hogy M > /A -2*. Ekkor
léteznek olyan ay, . . ., ax € FY linedrisan figgetlen vektorok, melyekre h(ay, ..., ax) <

VA.

Bizonyitds. Vezessiik be az alabbi jelolést: u,ay,...,ax € F% és ¢ € FX vektorok
esetén legyen

1 ha (a;,u) = ¢; minden i-re,
(u,ag,...,ay) =
Jel ! ) {O kilonben.
Ekkor
M
dc(al, Ce ,ak) = Z fc(ui, a, ... ,ak)
i=1

Most rogzitsiik ¢ € F5 értékét, és tekintsiik az alabbi dsszegeket:

S = Z de(ay, ... ax)

al,...,akGFS

Sg = Z dc(al,...,ak)z

ay,...,ax€Fy

ElGszor is

M
S = Z ch(ui,al,..‘,ak)

a1,...,ak6]F§ =1



A szummaézas sorrendjét megcseréljiik:

S = Z Z fe(uj,ag, ... ax)

Kihasznalva, hogy minden u; nemnulla, tehat az Fj-ben minden uz-re 2" ! db
merdleges és 271 db nem merdleges vektor létezik:

S = 22” 1 MN’f

Most szamitsuk ki Sy értékét:

M
SQ = Z Zfc(ui,al,...,ak)fc(uj,al,...,ak)

a1,...,ak€F§” i,7=1

Sy = Z Z fe(ui, ay, ..., ax) fe(uy, ay, ..., ax)

t,j=1ay,...,ax€Fy

Ha u; = uj, akkor az ezen esethez tartozo tag értéke az el6bbiek alapjan

Z fc(ui,al,...,ak) = (2n—1)k_

a1,...,ak€F§L

Ha pedig u; # u;, akkor tetszéleges b,V € Fy esetén F3-ben }LN db olyan vektor
van, melynek u;-vel vett skalaris szorzata b, és az uj-vel vett skalaris szorzata pedig
b'. Ezért minden a)-re ;11N féle valasztasi lehetdségiink van, vagyis

k
1
Z fe(ui, ay, ..., ax) fe(uy, ag, ..., ax) = (Z_LN)
akGIF"
és igy
k k
1 1 A M*-A
o (3) o= (3v) - (5 5)
Ezek alapjan ha az ay, ..., ax € F} vektorokat véletlenszertien véalasztjuk (egyen-
letes eloszlassal, egyméstol fiiggetleniil), és ¢ € F%, akkor a d. := de(ay,...,ax)

valoszintiségi valtozora az alabbiak teljesiilnek:

S 1
Elde) = 3z = o
S A M?-A
Bl =i =3+ 7

Var(d) = E(d2) ~ Bld? = (3~ 77) 4

A Csebisev-egyenlétlenség alapjan



1 Var(d. 1
P(dc—ﬁM'Z\/Z) < 14(1 )<2—k

azaz annak az esélye, hogy létezik ¢ € F, melyre ‘dc — 2ik]\/[ ‘ > \/E|, kisebb 1-nél.
Tehat létezik olyan ag, ..., ax € FZ, melyre h(ay, ..., ax) < VA.

Annak a belatadsa maradt, hogy a;,...,ax € [} linearisan fiiggetlenek. Ha len-
ne kozottik linearis Osszefiiggés, akkor megadhatoak lennének olyan cq, ..., ¢, érté-
kek, hogy semmilyen u € Fj-re ne teljesiiljon (u,a;) = ¢ (V1 < i < k). Ekkor
de(ay,...,ac) =0, tehat h(ay,...,ax) < VA miatt %M < VA, azaz M < /A - 2F,
ez pedig ellentmond az &llitas feltételének. O

3.2. Az Altalanositott mohé modszer

Az alkalmazando moho modszer felépitésének szemléltetéséhez tekintsiik az alabbi
feladatot, mely énmagaban is érdekes:

Feladat. Adott r db pohar, mindegyiknek az trtartalma 1 egység. Kezdetben
minden pohér {ires. Az alabbi kétfajta lépés egyikét végezhetjiik:

1. kivalasztunk egy olyan poharat, mely legfeljebb 1/2 részéig van tele, és toltiink
bele valamilyen mennyiségd vizet ugy, hogy tovabbra is legfeljebb 1/2 részéig
legyen tele;

2. kivalasztunk két kiilonb6z6 poharat, melyben Gsszesen legfeljebb 1 egység viz
van. A két poharba valamilyen mennyiségi vizet toltiink, mindkét pohérba
ugyanannyit, mégpedig ugy, hogy ezutan is legfeljebb 1 egység viz legyen Gssze-
sen a két pohéarban.

Végezziink el néhany ilyen 1épést; a poharakba 0sszesen t6lt6tt viz mennyisége legyen
v. Mekkora lehet legfeljebb 27

Az aldbbi abran lathato egy olyan 6 1épésbdl allo sorozat r = 3 esetén, mely a
17
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Az alabbi tétel bizonyitasdnak alapja egy olyan toltogetési eljards, mely r — oo
esetén 1-hez tarté toltottségi aranyt ér el. A poharak a 2% db vektorkupacnak fognak
megfelelni; a ¢ € F cimkéji pohar tartozzon a c-vel kezd6dé F3-beli vektorok ku-
pacédhoz. Legyen most egyféle helyett 2F féle folyadékunk, a folyadéktipusok szintén
legyen F% elemeivel cimkézve. Az 1. tipust lépéseknél mindig 0 tipust folyadékot
toltsiink a poharba, a 2. tipustaknél pedig ha az a és b cimkéji poharakba toltiink
folyadékot, akkor b — a cimkéjtit toltsiink. A hasznalt eljaras azzal az erésebb tulaj-
donsaggal is rendelkezni fog, hogy minden tipust folyadékbol pontosan ugyanannyit
hasznalunk. Egy pohar aktualis toltottségi szintje annak fog megfelelni, hogy az adott
kupacbol hany vektort rendeltiink eddig hozza a megadott kiilonbségvektorokhoz. A
c cimkéji folyadék toltése az a és b poharakba pedig annak, hogy c-vel kezd6dd
kiilonbségvektorokhoz rendeliink hozza egy-egy a-val és b-vel kezd6d§ vektort.

A [31) tétel bizonyitdsa. Az alabbi jeloléseket fogjuk hasznéalni: ey = \/Li\/s(n), vala-
mint B(n) = % (Ekkor B(n) = v/2-£(n)"2.) A bizonyitasban szerepls logarit-
musok 2-es alappal értenddk.

Adva vannak a di,ds,...,dm € F4 nemnulla kiilonbségvektoraink. Legyen A =
{(3,7) : di = d; } Minden azonos értékii kiilonbségekbdl allo csoport mérete < f(n),
igy A< Mf(n). AB3 - allitast szeretnénk alkalmazni az M db vektorra; ehhez egy
olyan k egészt kell kijelélniink, melyre M > /A - 2F.

Legyen k = (2 log B(n)].

Ekkor elég nagy n-re 28v/A < 25\ /M f(n) < M, mert 251/ f(n) = 2%\ /e(n)-22" <
2B(n)2e(n)222" = 2ig(n)122" < : 2%” < \/_ M (hiszen M > 12771 feltehetd). Es
k <n,mert slogB(n)+1<n<& 2\/ ) <27 ahol g(n) > 27" > 25 . 274" miatt
e(n)~1 < 27127, tehat 2¢/B(n) = 2ie(n % < om,



Tehat erre a k-ra a allitas miatt létezik olyan ¢ : 3 — [y vektortér-
automorfizmus, amelyre minden s € F5 esetén ¢(dy), ..., ¢(dm) koziil legfeljebb o M+
VA db vektornak egyezik meg s-sel az elsé k koordinataja.

Elegendd az automorfizmussal attranszformalt valtozatot megoldanunk, {gy mos-
tantol feltessziik, hogy minden s € F&-ra a d; vektorok koziil legfeljebb Q%M + VA
db kezdddik s-sel.

A korabban emlitett mdédon az Fj vektorteret osszuk a vektorok els k koordi-
natija alapjan 2% kupacba (igy minden kupacba 2" vektor keriil; minden kupac
cimkéje legyen a benne 1évS vektorok elsé k koordinataja). Ha r € 3, és r els6 k
koordinataja s € F5, és s # 0, és a,b € Fh-ra teljesiil a — b = s, akkor az a és
b indexii kupacok kozott van egy teljes parositas, melyben minden él két végpontja
kozti kiillonbség r.

Ha pedig r € F%, és r elsé k koordinatdja 0, akkor tetszéleges a € Fi-ra az
a indext kupac feloszthato 2"~*~1 db parba tgy, hogy minden péarban a két elem
kiilonbsége r legyen.

Ha a,b € F} és ¢ € N, akkor nevezziik (a,b,c) tipusi lépésnek az alabbi fo-
lyamatot: a megadott d; kiilonbségeink koziil ¢ darab olyanhoz, amelyhez még nem
rendeltiink a; és b; vektorokat, és amelynek kezdete a — b € F%, sorban egyesével
hozzarendeliink ilyen a;-t és b;-t tetszéleges modon gy, hogy a; kezdete a, b; kezdete
pedig b legyen. Ez a moho folyamat minden esetben elvégezhetd, ha teljesiil az alabbi
feltétel:

e a#besetén fu+ fp +2c < 2"7F

e a = b esetén pedig fa +2c < 2FL

ahol az (a, b, ¢) tipusu lépés megkezdése el6tt mar felhasznalt a kezdeti vektorok
szamat fa, a b kezdettekét fi, jeloli. (Ez a fenti parositasok hasznalatéval lathato
mind a = b, mind pedig a # b esetén.)

Vegylik észre, hogy ez a két feltétel megfelel a toltogetSs feladat két lehetséges
lépésének feltételeinek.

Az F% vektorteret azonositsuk a 2% elemii testtel, és ilyen modon definialjuk az
elemein a szorzast. Legyen g generatora a 2% elemii test multiplikativ csoportjanak.
Ekkor F§ = {1, ¢, ¢°, ...,g2k*2,0}. Legyen 1 < d < 2F — 2 egy konstans, melynek
értékét késébb rogzitjiik le.

Tegyiik meg az alabbi 1épéseket, felsoroldsuk sorrendjében, ahol ¢ szintén késGbb
kivalasztando konstans:

e (¢° ¢ 0),(9° g% )., (¢° g% 0),

1 2

e (¢5,0%0), (9", ¢%¢), ... (¢ g

e (¢%,0%0), (9% d" ), ....(¢% g

[ ]
° (gzk—d—27g2’“—d—1’ 0)7 <92’“—d—2’92’“—d’ c), " <g2k—d—27 2’v—2’ c),
° (g2k—d—17g2’“—d7 c), (g2k—d—1’g2k—d+1’ 0)7 '_.(92’“—(1—17 2’%—27 c),
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° ...
° (92’“73792‘“7270).

(Ebben a felsorolasban ha valamelyik 1épésnél az adott kezdeti kiilonbségekbdl
mar csak c-nél kevesebb maradt, akkor csak a megmarado kiilonbségekhez keressiink
vektorpart.)

Minden s € Fk-ra az s-sel kezdsds kiilonbségeket de-szer szeretnénk az eljaras
soran Osszesen felhasznédlni, és ha ¢ < 2F, akkor ez mér teljesiil is, kivéve néhany

kimarado kiilonbséget: mivel minden 1 < i < d-re ¢* — ¢°, ¢**! — ¢', ¢'"2 — ¢%, ...,
g% 2 — ¢¥~2 csupa kiillonboz6 elemei Fi-nak, ezért egy adott i-re 28 — i — 1 kii-

lonféle kiilonbséget hasznalunk fel (mindegyiket c-szer), igy lesz i-szer ¢ db kimarado
kiilonbség. Osszesen ha minden 1 < i < d-re tekintjiikk a dolgot, akkor @ db
¢ elembdl allo kimaradd azonos kezdeti kiilonbségesoport van (melyeket még plusz-
ban fel kell hasznalnunk ahhoz, hogy minden nemnulla kiilonbségkezdetet pontosan
dc-szer hasznaljunk).

Tovabba 0-val kezd6dd kiilonbséget sosem hasznalunk az eljaras soran, igy abbol
dc kiilonbség kimaradt.

A most kimaradonak tekintett kiillonbségeket hasznaljuk fel a fenti lépések el6tt
az alabbi modon:

e A 0-val kezd6dd kiilonbségeket mohd moédon hasznaljuk el tgy, hogy a lehetd
legegyenl6bben osszuk szét ket a 28 db kupac kozott. Ekkor minden kupac-
ban legfeljebb f%} < g—,f + 1 db kiilonbséget hasznalunk, melyek kupaconként
legfeljebb 2,‘;"—31 + 2 vektort fognak érinteni.

e A tobbi @ db ¢ elembdl allo kiilonbségesoportot (minden csoport elemei
ugyanazzal a vektorral kezd6dnek) csoportonként hasznaljuk fel moh6é modon
gy, hogy minden csoport elemeit szétosztjuk a 28! db lehetséges vektorkezdet-
par kozott a lehetd legegyenlébben. Minden csoportnél igy legfeljebb &= + 1
db vektort hasznalunk fel minden sorban, tehét az Osszes csoportot tekintve

legfeljebb 2 (Se 1 1) darabot.

A fenti plusz parositéasok tehat osszesen legfeljebb H = Q,Slfl +24 d(d; D (g,f_l + 1)
vektort hasznalnak el minden kupacbodl. Nézziik most meg, hogy mi sziikséges ahhoz,
hogy a most leirt el6készits lépések, és a fenti altalanos lépések is miikodjenek.

Az el6készité moho lépések miikdéséhez elégséges, ha minden vektorkupacnak
legfeljebb a felét hasznaljuk el ezek alatt, tehat ha H < 2n—F-1,

Egy altalanos lépésnél pedig (mint lattuk), ha az éppen a és b kezdeti kupacok
kozott torténik, elégséges a lépés miikodésehez, ha fa + fp + 2¢ < 277F,

Koénnyen lathato, hogy az eljarasunk soran minden 1épésben teljesiil, hogy f. +
fo+2c<2H + (2d+ 1)ec.

Ezek alapjan tehat elégséges feltétel az egész eljaras miikodésére, hogy 2H + (2d +
1)e < 2"7F teljesiiljon.

Vélasszuk meg a c és d értékeket a kovetkezGképpen:

1
c= [5)\ L ga(n) - 2"_51“-‘
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Lassuk be, hogy az emlitett elégséges feltétel valoban teljesiil (megfelels C' > 0 és
elég nagy n esetén).

Lathatjuk, hogy 2ie(n)~1 = B(n)z = 221988 < 9k < 93le B+l — 9B(n)z =
2%e(n)"1, tehat 28 = (5(n) ).

Valamint e5(n)2"~2% < J5e(n)2 - 2" - B(n) % = 2732%(n)s.

Igy tehat d-re és c-re az alab

Jun

»&\H

bi felsé becslések adhatok (elég nagy n-re):
d<2-2:F <2% .g(n)s

c< =272k Ley(n) -2 2F 41 = O(2%(n)5) + O(2"(n)s) + 1

N | —

Igy

ool

de = O(2"(n)7) + O(e(n)~

Illetve pontosabb becslés alapjan

) (1)

1
de < (225 + 1) <§A2"—3k +ey(n)2m 2k 4 1> =
1 n—k n 1 1 n—=3k n—ik
25)\-2 +e9(n)2" + 22 —|—§)\2 2" 4 e9(n)2" 2% 41

2dc < A2"F 4 2e5(n)2" + 23541 4 X 2773 4 2ey(n) - 27 2R 42

igy 2H 4 (2d+1)c < X- 2k 4 265 (n)27 4 2281 4 X . 2072k 4 2y (n) . 272k 4 2 4
c+ 58S +4+dd+1) (35 +1).
Vagyis elég belatni, hogy

dc
2ey(n) - 2" + 2274 4 X 2773k 4 26y (n) - 277K 4 64 o+ BYSCR

vd(d+ 1) (2,6—0_1 + 1) < Ce(n)t - 2+ 2)

A (2) egyenl6tlenség bal oldalan a 28 = ©(c(n)~1) és e(n) > 27" osszefiiggésck
hasznalataval a tagokat feliilr6l becsiilve azt kapjuk, hogy minden tagnak a nagysag-
rendje O(e(n)s27F).

Az egyenlStlenség igy igaz, tehat a 2H + (2d+1)c < 2" feltétel valoban teljesiil.

A modszeriink tehat képes minden olyan felallas megoldasara, ahol a d; kiilonbsé-
gek kozott mind a 2% db kezdet (emlékeztetdiil: egy vektor kezdetének annak az elss k
koordinatajat nevezziik) legfeljebb dc-szer fordul els. Nekiink arra kell felkésziilniink,
hogy minden kezdetbdl akar QikM +1v/A db is lehet, tehat a modszer akkor mikodik,
ha

?M+\/_<dc (%)
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Ekkor belatjuk, hogy (%) valéban teljesiilni fog elég nagy n esetén:

ahol hasznaltuk, hogy A < 1. O]

4. Teljes parositas kevés kiilonbségosztaly esetén

Most az 1.1. sejtést fogjuk megoldani egy speciélis esetben. Adottak ady,ds,...,dm
nemnulla kiilénbségvektorok, gy, hogy Z d; = 0, ahol M = 1N Nevezziik egy kii-

lonbségosztalynak egy fix d-re a d erteku kulonbsegvektorok Osszességét. Egy adott
{d1,ds,...,dm} konfigurdciora a nemiires kiilénbségosztalyok szamat jeloljiik ¢-vel.
Adott n esetén minél nagyobb T'(n)-et szeretnénk megadni, melyre ¢t < T'(n) esetén
garantalni tudjuk egy megfelels teljes parositas létezését F5-ben.

A t = 1 esetben a feladat triviélis, hiszen ekkor valamely d # 0-ra 2"~ ! db d
kiilonbségii parra kell felosztanunk a vektorteret; ehhez vegyiik az F4 vektortér (d)
szerinti mellékosztélyait.

Ha t = 2, akkor az alabbi, Gyéri et al. [1] cikkében szerepls (a bevezetésben mar
emlitett) tétel segitségével konnyen megoldhato a feladat:

4.1. Tétel. Az 1.1. sejtés igaz abban az esetben, amikor dy = dg = -+ = don-2, €s
doiiq = dajie minden 273 < i <2772 — 1-re.

Ekkor ugyanis a »_ d; = 0 feltétel miatt mindkét kiilonbségosztaly mérete paros,
és legalabb az egyik osztaly tartalmazza a kiilonbségek felét. Igy tehat fennall az
a struktira, hogy a kiilonbségek fele mind azonos, a tébbi kiilonbség pedig azonos
értéki parokba sorolhato.

4.2. Tétel. Az 1.1. sejtés igaz abban az esetben, ha a kiilonbségosztdlyok szdma
t<n-—2logn—1.

4.3. Definici6. Legyen [n] := {1,2,...,n}, és jelolje P, az [n] hatvanyhalmazat,
mint tartalmazéas szerint részbenrendezett halmazt.

4.4. Lemma. Legyen n > 4. A P, posetnek legyen H eqy legfeljebb n + 1 elemi
részhalmaza, melyre ) € H és [n] & H. Tovdbbd tegyiik fel, hogy H nem tartalmazza
az 0sszes eqyelemi halmazt, és nem tartalmazza az 0sszes n — 1 elemi halmazt sem.
Ekkor P, \ H tartalmaz n+ 1 elemd ldncot.

Bizonyitds. P,-ben nevezziink szimmetrikus lancnak egy olyan Xj, C Xy C --- C
X sorozatot, melyre | X;| = ¢ minden k¥ <4 <n—k-ra (és 0 < k < 7). Felhasznal-
juk azt a tényt, hogy P, felbonthat6 szimmetrikus lancok diszjunkt unidjara. Ennek
bizonyitasa megtaldlhato példaul a [4] jegyzetben (Proposition 2).
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Ebbél a tényben specidlisan az is kovetkezik, hogy P,-ben talalhatunk olyan,

paronként diszjunkt Ci, Cy, ..., C’(n) szimmetrikus lancokat, melyek egy 2 elemi
2

halmaztol egy n — 2 elemtig tartanak. Egy ilyen, {a,b}-t6l [n] \ {c, d}-ig tarto lanc
pontosan akkor egészithets ki n + 1 elemi lancca P, \ H-ban, ha maga a lanc nem
tartalmaz H-beli elemet, tovabba ha {a} és {b} kozil legfeljebb az egyik, tovabba
[n] \ {c} és [n]\ {d} koziil is legfeljebb az egyik van benne H-ban.

Lassuk be, hogy a C;-k kozott mindig lesz olyan, ami kiegészithetd n + 1 elemi
lancca P, \ H-ban. Adjunk fels6 becslést a "rossz" Ci-k szaméra, azaz azokéra,
melyekre ez nem teheté meg.

Legyen a H-beli egyelemi halmazok szama k, az n — 1 elemtiek szama ¢, és H
tovabbi elemeinek szama t. Ekkor k+[+t < n+1, és a feltevéseink miatt k, I < n—1.
Ekkor legfeljebb (’2“) db C; lesz, melynek a kételemt végpontjabol nem juthatunk el
(-ig, illetve (é) db olyan, melynek az n — 2 elemi végpontjabol nem juthatunk el [n]-
ig. Tovabba a t db H-beli pont legfeljebb ¢ db Cj-t fog le. A "rossz" lancok emlitett
harom kategoridja kozott lehetnek atfedések, de szamuk (melyet jeldljiink R-rel) igy

legfeljebb (%) + (1) + ¢. Belatjuk, hogy ez (})-nél kisebb.

k [ k [ K2 12 3 3
< < 1—-k—l=—+4+———-k—— 1
R< (2)+(2)+t_ (2)+(2)+n+ k—1 5 +2 2k: 2l—|—n+

Azt fogjuk belatni, hogy

L P T (e
9 T Tt Tt 2) T2

|3

azaz

E*+1* =3k —3l+2n+2 <n®—n, vagyis

3\? 3\ 5
(/{—§> +(l—§> <n—3n—i—§ (*)

Ot esetet kiilonboztetiink meg:
1. eset: [ = 0. Ekkor az kell, hogy

3\ 9 5
(k_é) +Z—l<n—3n+§

Tudjuk, hogy 0 < k < n —1, és mivel n — 1 > 3, ezért teljesiilni fog (k — %)2 <
(n—1- %)2 Igy

3\? 9 3\? 9 5\ 9
(k 2) 4 — (n 2) 4 (n 2) 4 " on +9

Itt n® —5n+9 <n®—3n+ 2 < n >3 ami teljesiil (hiszen n > 4).
2. eset: | = 1. Ekkor az kell, hogy
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2 4 2

Ez az el6z6 esetbdl trividlisan kovetkezik, hiszen az egyenlGtlenség bal oldala csok-
kent.

3. eset: k£ =0. Ez k és [ szimmetriadja miatt kijon az 1. esetbdl.

4. eset: k= 1. Ez is kijon a 2. esetbdl.

5. eset: 2<k, [ <n-—1.

Ekkor k+1 <n+1(ésl>0miatt [l — 3 < |n+1—k—3|), igy (1-3)° <
(n—k— 1) Tehat

3\ 2 3\ 2 3\ 2 1\? 5
[ R < —_— — —_ — = 2— 2— —_
(k 2) -I—(l 2> < (k 2) —I—(n k 2) 2k (2n+2)k—l—(n n+2)
2 4

Itt k? — (n+ 1)k =
tehat k% — (n+ 1)k < (”;3)2 — ’”41)2 = —8n + 8. Vagyis

3\? 1 5
(k:——) LR S

(k—”—“)(Q—M,ahOIQSkgn—lmiatt ‘k’—”T“‘ S”T’g‘,

3\? 3\? 5 37

(k_§) + (l—§) §2(—8n+8)+n2—n—|—§ :n2—17n+?

ésitt n? —17n + % <n? —3n+ 3 & 16 < 14n, ami n > 4 miatt teljesil.
A "rossz" lancok széama igy valoban kisebb (Z) -nél, igy létezik jo lanc. m

A 4.3 tétel bizonyitdsa. Legyenek a megadott kiilonbségvektorok: n; darab uy, no
darab usg, ..., n; darab ug, ahol ny > ny > -+ > n;. Itt Z§=1 n; = M. Ekkor
ny > %

A bizonyitas soran V' = Fj-re Fy-vektortérként gondolunk. Legyen U = (uy, ... uy),
ekkor dimU = k < 't. (Feltehet6 k > 2, kiilonben ¢ = 1, és ezt az esetet mar lattuk.)
Az U szerinti additiv részcsoportokat nevezziik rétegeknek. Ekkor a kész megoldas-
ban minden vektorparnak egy rétegen beliil kell lennie. Az egyes rétegeken beliil
a parositasokat kiilon-kiilon fogjuk elkésziteni, és az elkésziils rétegeket késébb mar
nem modositjuk. Osszesen 2"F réteg van.

A moédszernek harom fazisa lesz.

1. fazis: Néhany (t-nél kevesebb) réteg elkészitésével elérjiik, hogy minden kii-
lonbségosztalybol paros sok vektor maradjon meg.

2. fazis: Néhany (t-nél kevesebb) réteg elkészitésével elérjiik, hogy minden kii-
16nbségosztalyban a megmaradé vektorok szama oszthato legyen 2~ !-gyel.

3. fazis: Az Osszes megmarado kiilonbséghdl homogén (azaz csak egy osztalybeli
kiilonbségeket hasznalod) rétegeket készitiink.

Az els6 fazis. Legyen H = {u;: 2 <i <t n; =1 (mod 2)}, tovabbé hasznaljuk
az u = uy jelolést.

H-nak egy S részhalmazat nevezziik szépnek, ha elemei mod u linearisan sszefiig-
gbek, és S-nek semmilyen valodi részhalmaza nem rendelkezik ezzel a tulajdonséggal.
(Tehat S szép, ha elemeinek Osszege 0 vagy u, és ez S-nek semmilyen valodi részhal-
mazara nem teljestil.)
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Egy S szép halmazt nevezziink teljesen szépnek, ha S elemeinek sszege |S|u. Ha
egy szép S-re ez nem teljesiil (tehat ha az elemeinek 6sszege (S| + 1)u), akkor S-et
félig szépnek nevezziik.

Mivel > n;u; = 0, ezért a H-beli elemek Gsszege megegyezik njug-gyel, tehat 0
mod u. Az alabbi lépést fogjuk ismételni: ameddig H-ban még van elem, kivalasztunk
bel6le néhany (legalabb harom) vektort, és egy réteget elkészitiink ezen vektorok
egy-egy példanyat, illetve u-bol kell6 szama példanyt hasznalva. Az elhasznalt H-
beli vektorokat ezutan toroljiik H-bol. Amikor pedig a H-beli vektorok elfogynak,
tovabblépiink a méasodik fazisra.

Most részletezni fogjuk a vektorok kivédlasztasanak és a rétegek elkészitésének
modjat. Egy olyan U-beli, nemnulla vektorokbol all6 (v, va, ..., v;) sorozatot, mely-
re 0, vi, vi + Vg, ..., Vi + Vg + - + vi_; mind kiilénb6z6k mod u, nevezziink
valtozatosnak.

Tekintsiink egy olyan valtozatos (vy, va, ..., Vi) sorozatot (i > 1), melyre teljesiil
vy + vy + -+ + v; = 1u. Ekkor készithet6 egy olyan réteg, melyben a vy, ..., vj
kiilonbségvektorokbol egy-egy példanyt hasznélunk, és az Osszes tobbi felhasznalt
kiilonbségvektor értéke u: vegyiik a {0,v1}, {vi +u,vy + vy +u}, {vi + vy, vy +
V2+V3}, {Vl+V2+V3+U.,V1+V2+V3+V4+ll}, cey {V1+V2+"‘+Vi_1+
(it —1Du, vy + va + -+ vi+ (i — 1)u = u} vektorparokat. Vegyiik észre, hogy ezek
teljes U-beli u szerinti mellékosztalyokat fednek le, és a kimarad6é mellékosztalyok
lefedhetSk néhany u értékd kiillonbségvektorral.

Most legyen A = {ay, ..., a;} egy olyan minimélis elemszamu részhalmaza H-nak,
melyben az elemek 6sszege 0 mod u. (Ilyen létezik, mivel H elemeinek 6sszege 0 mod
u.) Ekkor A szép halmaz. Két eset van:

1. eset: A teljesen szép. Ekkor A valtozatos, mert ha Y o  a. = Zle ac
(mod u) lenne, ahol 0 < a < f < ¢ — 1, akkor Zf:aH a. = 0 (mod u), tehat
létezne linearisan Osszefiiggd valodi részhalmaz. Mivel A elemeinek Gsszege |A|u, a
fent leirt moédon elkészithets egy megfelels réteg.

2. eset: A félig szép. Ekkor mivel H és A elemeinek Osszege is 0 mod u, ezért
a H \ A-belieké is. Feltehets, hogy H \ A mar nem tartalmaz teljesen szép részhal-
mazt (mert ha igen, akkor az 1. eset ismételgetésével ezek elhasznalhatoak). Minden
rétegben a vektorok Osszege, igy a benne hasznalt kiilonbségek Gsszege is 0. Mivel
kezdetben 0 volt az 6sszes megmarado6 kiilonbségvektor Osszege, ezért most (néhany
réteg elkészitése utan) is. A marado kiilonbségvektorok szaménak természetesen pa-
rosnak kell lennie. Ezért H \ A # (), mert kiilonben H elemeinek sszege (|H|+ 1)u
lenne (hiszen néhany teljesen szép és egy félig szép halmazbol tevédne Gssze H), de
ekkor kezdetben az elemek 6sszege 0 = nyu+ (|H| + 1)u, amib6l ny + |H| + 1 paros,
de a kezdeti vektorok szama ny + ns + ... + n, = ny + |H| (mod 2), azaz paratlan,
ami ellentmondas. Igy H \ A-bol is kivalaszthatunk egy minimélis elemszami, mod
u linedrisan Gsszefiiggd halmazt, ez legyen B = {by, ..., b;}. Ekkor B félig szép.

Azt fogjuk csinalni, hogy A U B elemeit valtozatos sorrendbe tessziik. (Ha ezt
sikeriil megtenni, készen vagyunk, mert két félig szép diszjunkt halmaz unidjara tel-
jesiil, hogy u szorozva az elemek szaméval megegyezik az elemek Osszegével; igy a
kivant réteg elkészithets.) Vegytik észre, hogy AUB = {ay,...,a;, by, ..., b;} elemei
kiilonboznek 0-t6l mod u. (A kiilonbségek kozott 0 nem szerepelhet, és u sem, mert
u ¢ H.) Mostantol ha nem jelziink méast, akkor a = jel6lés mod u kongruenciat fog

16



jelolni.

Mivel A-t hamarabb valasztottuk ki, mint B-t, ezért ¢« < j. Tovabba nyilvan 2 < 4,
mert egy egyelemt szép halmaz csak {u} lehetne, de u nem szerepel H-ban. A véalto-
zatos sorrendet (ar,, s, @ry, Arg, - - -, Ar;, sy, Psg, - . ., b, ) alakban fogjuk keresni az
indexeknek egy jol megvalasztott sorrendjére.

Kezdjik azzal a legaltalanosabb esettel, amikor ¢ > 4 és j > 5. Ekkor AU B
elemei nem csak 0-t6l, hanem egymaéstol is kiillonbéznek mod u. (Ugyanis ha v és
v + u szerepelne benne, akkor ezek egy kisebb félig szép halmazt alkotnanak A-nal.)

A sorrendet kezdjik az a;, majd by vektorokkal, idaig nyilvan valtozatos a sor-
rend. (a; # by, igy a; + by # 0.) Ezutan az ag,...,a; vektorokkal szeretnénk a
sorrendet folytatni. Ez ¢ — 1 linearisan fiiggetlen vektor mod u, melyek Gsszege a;
mod u. Ilyen médon a sorrend folytatésa elképzelhet§ a P,_; poset egy maximélis
lancaként, ahol a poset minden L C {2,...,i} elemének az a; + by + > ., a. (mod
u) vektort feleltetjiik meg. Ekkor a poset minden eleméhez csupa kiilénb6z6 vektort
rendeltiink mod u (a linearis fliggetlenség miatt), és ha a lemma miatt ha a 0 és
a; (mod u) vektorokhoz tartozo elemeket kivessziik a posetbdl (ha léteznek), akkor
(mivel ¢ — 1 > 2, igy nem vehettiik ki az 6sszes 1 vagy ¢ — 2 elemi halmazt), akkor
még mindig marad benne i elemt lanc. A sorrendet ha ezen lancnak megfelel moédon
folytatjuk, akkor tovabbra is valtozatos marad.

Végiil a sorozat végére a b, ..., b; vektorokat kell odairnunk valamilyen sorrend-
ben. Ez is j — 1 linearisan fiiggetlen vektor, és az el6z6 posetes okoskodas alapjan itt
a részosszegekkel a korabbi ¢ 4 1 részosszeget kell elkeriilniink. Azonban a 0 (mod u)
elkeriilésére nem kell tigyelniink, hiszen (a félig szépség miatt) akarmilyen sorrendnek
a végpontja ennek fog megfelelni, és a poset Osszes eleméhez itt is csupa kiilénb6z6
vektorokat rendeltiink. Tehat a P;_; posetbdl itt legfeljebb ¢ elemet vesziink el, és
igy kell benne tovabbra is talalnunk egy j elemi lancot.

e Ha ¢ < j — 2, akkor lehetetlen, hogy mind a j — 1 db egyelemt, vagy mind a
j —1db j —2 elemd halmazt elvegyiik a posetbdl, ezért a [4.4] lemma alapjan
létezik megfelels sorrend, ez pedig befejezi az AUB halmaz elemeinek valtozatos
felsorolésat.

e Ha 1 = j — 1 vagy ¢« = j, akkor iigyelniink kell arra az esetre, amikor minden
egyelemt, vagy minden 7 — 2 elemd halmazt elvettiink a posetb&l. De ezek
nem lehetségesek. Ha ezek barmelyike bekovetkezik, akkor az a;, a; + by,
a; + by +as ...,a+b;y+az+ ... +a;_1 (mod u mind kiilénb6z6) elemek
kozil legalabb j — 1 felel meg az elvett elemeknek, tehat mivel ezen elemek
szama 1 < j, ezért koziiliik legalabb ¢ — 1 megfelel egy elvett elemnek. Tehét
vagy aj, vagy pedig a; + by megegyezik mod u egy by + b, (2 < ¢ < j)
vagy egy be (2 < ¢ < j) alaka elemmel (az el6bbi egy egyelemt, az utobbi
egy j — 2 elemi halmaznak felel meg a posetben). Azonban kénnyen lathato,
hogy ezekben az esetekben AU B tartalmaz egy legfeljebb hdromelemt, mod u
linearisan Osszefliggd halmazt, tehat (i > 4 miatt) A mégsem minimalisra lett
valasztva, ami ellentmondas. Tehat itt is 1étezik megfelel lanc, és igy sorrend.

Most pedig oldjuk meg a kimarado6 eseteket is, amelyekben 7 és j kicsi.
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Ha i =j =2, akkor AUB = {x,x +u,y,y + u} valamely x # y-ra. Ekkor az
(x,y,x+u,y + u) sorrend megfelels lesz (ennek a részosszegei rendre 0, X, X +y és
y + u, melyek egyméstol mind kiilénboznek mod u).

Ha i =2 és j = 3, akkor A = {x,x + u} valamely x-re, és B = {by, b, b3}, ahol
b1, bs, bg paronként inkongruensek mod u (kiilonben B nem minimaélis linearisan
fiiggd halmaz). Itt by + by + bg = 0. Az (x,b1,x + u, bg, bs) sorrend jo lesz,
mert a 0,x,x + by, by, by részosszegek mod u inkongruensek. (Ennek belatasahoz a
by + bs + bg = 0 feltételt hasznéljuk, valamint a megadott vektorok nemnullasagat
mod u.)

Ha i =2 és j > 4, akkor A = {x,x + u} valamely x-re, és B = {by,ba,...,b;}.
Kezdjiik a sorrendet (x,bj)-gyel. Ezutan x + u jo folytatas, mert a 0,x,x + by, by
részosszegek inkongruensek mod u. Ezutén a sorozat befejezéséhez a P;_; posetben
kell maximalis lancot talalnunk tgy, hogy legfeljebb 2 pontot (x és by mod u) kell
elkeriilniink. Ha 5 > 5, akkor alemmab()l kovetkezik, hogy ez lehetséges. Es j = 4
esetén pedig trivialis, hogy Ps-ban nem fedheté minden 4 hosszu lanc két ponttal.

Hai=3ésj =3, akkor A = {a;,as,as} és B = {by, by, bs}, ahol a; +as+az =
b; + by +bs =0 és {0, a;,a,as, by, by, bsg} mind inkongruensek mod u. (Ha ketts
kongruens lenne koziiliik, akkor nem A lett volna az elején a legkisebb Osszefliggd
halmaz.) Ekkor kénnyen lathato, hogy az (a;, by, as, as, ba, bs) sorrend miikodik.

Ha ¢ = 3 és j = 4, akkor A = {aj,az,a3} és B = {by, by, bz, by}, ahol
a; +az +az = 0és by +by+bg+by =u Ittis AU B elemei egymassal és
0-val is inkongruensek mod u. A sorrend mindenképp elkezdhetd az (a;, by, az, as)
vektorokkal, ezutan pedig olyan sorrendben kell a bs, bs, by vektorokkal befejezniink,
hogy az ezutan érintett két pont mod u ne egyezzen meg az eddigi a;, a; + by és
ag + by részosszegekkel. Itt P3-ban keresiink utat tgy, hogy legfeljebb harom pont
tiltott. Ez csak akkor nem lehetséges, ha a harom pont a hidrom egyelemi vagy a
harom kételemt halmaznak felel meg. ElGbbi esetben a; +by is megegyezik a by +ba,
b1 +bs és by +by (egyelemd halmazoknak megfelels) vektorok valamelyikével mod u,
azonban ez egy kételemi linearisan fiiggé halmazt eredményezne, ami kisebb A-nél.
Utobbi esetben a; is megegyezik a ba, b és by (kételemi halmazoknak megfelels)
vektorok valamelyikével mod u, ami ugyanigy ellentmondast okoz. Tehét a sorrend
mindig kiegészithetS helyesen.

Ha i =3 és j > b5, akkor is elkezdhets a sorrend az (a;, by, ag, ag) vektorokkal, ez-
utan pedig a Pj_; posetben legfeljebb 3 pont lesz tiltott (3 < j—1), igy mindenképpen
talalunk megfelel6 utat.

Ha i =4 és j = 4, akkor pedig A = {a;,a3,a3,a4} és B = {by,ba,bs, by}, ahol
a; +as+ag+ay =by+by+bsg+ by =mu. Ittis AU B elemei egymassal és 0-val
is inkongruensek mod u. A sorrend itt is mindenképp elkezdhetd az (a;, b1, as, as)
vektorokkal. A befejezéshez a P3; posetben kell keresniink olyan utat, ami blokkolt
pontot nem tartalmaz. A poset 1, illetve 2 elemi részhalmazainak a by +bs, by +bg
és by + by, illetve a bay, bs, by vektorok (mod u) felelnek meg. A blokkol6 elemek
pedig az a;, a; + by, a; + by + as és ag + by részosszegek. Vegylik észre, hogy a;
nem blokkolhatja egyik pontot sem, kiilonben egy legfeljebb 3 vektorbdél allo linearis
Osszefiiggés jonne létre AU B-ben. Ugyanez all a; + by-re is. Igy valojaban legfeljebb
2 pont van blokkolva, és igy mindig lesz 4 elemi lanc a posetben.

Ilyen modon a kivant valtozatos sorrendet, és igy a réteget is minden esetben
elkészitettiik.
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Mindig, amikor egy réteget elkészitiink, akkor a rétegben felhasznalt kiilonbség-
vektorok Gsszege 0, igy a hasznalt H-beli vektorok 6sszege 0 mod u (mivel azokon
kiviil csak u-bol hasznaltunk példanyokat). Igy megmarad az a tulajdonsag az el-
hasznalt elemek torlése utén is, hogy H elemeinek 6sszege 0 mod u.

A masodik fazis. Minden 2 < ¢ < n-re egymas utéan hajtsuk végre az alabbi
lépést.

Ha az u;-b6l megmaradé vektorok szama m; maradékot ad 2~ !-gyel osztva (ahol
2 < m; <219 paros), akkor m; db u; kiilénbségbdl és 2F=1_m; db uy kiilonbségbsl
készitsiink el egy réteget. Ez megtehets, mivel ez az 1.1 sejtésbeli feladat F5-ra
(valojaban annak egy eltoltjara, de ez nem valtoztat a helyzeten), és mivel m; és
2= _ m, paros, ezért itt a hasznilando kiilonbségvektorok Osszege paros, és két
kiilonbségosztaly esetére pedig mar megoldottuk korabban a feladatot.

(Ha m; = 0, akkor nincs teendénk az i. osztallyal.)

A harmadik fazis. Mivel minden osztalyban a megmarad6 vektorok szama
oszthato 2F~l-gyel, és tetszéleges 0 # u € U esetén U (illetve annak tetszdleges
eltoltja) feloszthato 281 db u kiilonbségii parra, ezért ennek a lépésnek a végrehajtasa
trivialis, ezzel az [F5-beli teljes parositast elkészitettiik a kivant modon.

Vegyiik észre, hogy mindharom fazis minden esetben végrehajthato: az elsd fa-
zisban minden rétegben H elemeibdl legaldbb 3-at felhasznalunk, igy legfeljebb %
réteget rakunk ki. A maésodik fazisban pedig t-nél kevesebb réteget raktunk ki. Igy
az cls6 két fazisban osszesen < (¢ — 1)2F! példanyat hasznéltuk u-nak. Ennyi
rendelkezésre is allt, mert
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